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Einleitung. 



Nachdem Fermat 1 auf die schöne Eigenschaft 
eines Lichtstrahls aufmerksam gemacht hatte, dass er, 
um von einem Punkte in einem Medium zu einem Punkte 
in einem anderen Medium zu gelangen, stets den Weg 
einschlägt, welcher in der kürzesten Zeit zum Ziele führt, 
machte W. R. H a m i 1 1 o n 2 diese Eigenschaft des Lichtes 
zurGrundlage seinerallgemeinen katoptrischen unddioptri- 
schen Untersuchungen. Mit seinem Namen verknüpft 
ist eine Funktion von 6 Variabeln, welche — gleich 
einer Konstanten gesetzt — die Wellenfläche ergiebt. 
Von diesen 6 Variabein stellen sich drei dar als die 



1) P. Fermat, Litterae ad P. Mersennum contra Dioptri- 
cam Cartesianam. Paris 1667. 

2) W. R. Hamilton, Theory of Systems of rays, in Trans- 
actions of the Royal Irish Academy, vol. XV, pag. 69. 
Dublin 1828. 

W. R. Hamilton, Supplement to an essay on the theory 
of Systems of rays, ebda, vol. XVI,1, pag. 3. 1830. 

W. R. Hamilton, Second Supplement to an essay on the 
theory of rays, ebda, vol. XVI,2, pag. 93. 1831. 

W. R. Hamilton, Third Supplement to an essay on the 
theory of Systems of rays, ebda, vol. XVII, pag. 1. 1837. 

Siehe auch : Poggendorfs Annalen, Bd. 28» pag. 633, 
Leipzig 1833; Bd. 29, pag. 324, Leipzig 1833. 
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Koordinaten des leuchtenden Punktes im Objektraume, 
während die drei anderen einem Punkte im Bildraume 
\ als Koordinaten angehören. Diese Funktion, die 
7 „charakteristische Funktion" genannt, gestattet vom rein 
mathematischen Standpunkte . aus das ganze Problem 
der Abbildungstheorie in ausserordentlich eleganter 
Weise zu überblicken. 

In neuerer Zeit haben T h i e s e n * und haupt- 
sächlich Bruns^ auf abweichendem Wege gezeigt, 
dass sich durch eine analoge Funktion der ganze 
Brechungsprözess durch ein beliebiges System darstellen 
lässt, und F. Klein 3 hat nachgewiesen, dass "die 
Bruns'sche Funktion, genannt das „Eikonal", nichts 
weiter ist, als die H a m i 1 1 o n'sche Funktion vermehrt 
um eine Konstante. Der letzte Autor weist daraufhin, 
dass die Hamilton 'sehen Betrachtungen nicht ge- 
nügend gewürdigt seien, wie sie es wegen ihrer ausser- 
ordentlichen Eleganz und Allgemeinheit verdienen; und 
in der Tat haben die Forscher, welche sich in jüngster 
Zeit besonders mit der Weiterentwicklung der geomet- 
rischen Optik beschäftigen, eine zu 'geringe Meinung 
von den Hamilton 'sehen Betrachtungen, indem sie 
es für aussichtslos halten, auf diesem Wege zu neuen 
Erkenntnissen zu gelangen. So lesen. wir z. B. in dem 
in alterjüngster Zeit erschienenen, von den wissen- 

1) M. Thiesen, Beiträge zur Dioptrik Sitzungsberichte 
der Kgl. Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin. 
Jahrgang 1890, 2 pag. 799 

2) H, Bruns, Das Eikonal, Abhandlungen der Kgl, 
Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften, Bd, 35, pag, 323, 
Leipzig 1895. 

3i F, Klein, Über das Bruns'sche Eikonal, Zeitschrift 
für Mathematik und Physik, Bd. 46, pag. 372. Leipzig 1901. 



schaftlichen Mitarbeitern der optischen Werkstätte von 
Carl Zeiss bearbeiteten und von M. v, Rohr heraus- 
gegebenen Werke über „Die Bilderzeugung in optischen 
Instrumenten vom Standpunkte der geometrischen Optik", 
Berlin 1904 auf Seite 22 f über die Hamilton 'sehe 
Theorie folgendes: „Es werden bei der praktischen 
Anwendung dieser Lehren die Schwierigkeiten unüber- 
windlich. Bis jetzt ist die Aufstellung der charakterist- 
ischen Funktion nur in den allereinfachsten Fällen 
gelungen, weiche entweder für die Praxis bedeutungslos 
sind, oder für welche diese schon längst auf speziellerem 
Wege die einfachste Lösung gefunden hat". 

Wenn nun allerdings auch zugegeben werden muss, 
dass die Auswertung der charakteristischen Funktion in 
speziellen Fällen zu unüberwindlichen mathematischen 
Schwierigkeiten führen kann, so darf ihre Bedeutung 
für die geometrische Optik deshalb doch nicht unter- 
schätzt werden, und der Zweck der folgenden Arbeit, 
die ihre Entstehung einer Anregung meines hochver- 
ehrten Lehrers, des Herrn Privatdozenten Dr. Gleichen 
in Charlottenburg, verdankt, besteht eben darin, zu 
zeigen, dass schon durch die blosse Definition dieser 
Funktion und durch die Aufstellung ihrer allgemeinen 
. Eigenschaften die sichere Grundlage für eine Reihe 
neuer Entwicklungen gegeben ist, die nach den ge- 
wöhnlichen Methoden der geometrischen Optik nur 
mit sehr grossen Schwierigkeiten oder vielleicht über- 
haupt kaum hergeleitet werden können. Ferner werde 
ich mich bemühen, zu beweisen, dass man, von den 
Hamilton 'sehen Gedankenkreisen ausgehend, in 
zwangloser und vollständig übersichtlicher Weise sich 



einen Überblick über alle Gebiete der Abbildungstheorie 
verschaffen kann. 

Um meine Aufgabe von vorne herein ihrem Inhalte 
und Umfange nach hier anzugeben, will ich bemerken» 
dass ich im ersten Paragraphen die Herleitung des 
Brechungsgesetzes gebe, ausgehend von der H a m i 1 1 o n - 
sehen Forderung, dass die Grösse Xnr ein Grenzwert 
ist. Diese Herleitung ist zwar sowohl von Hamilton 
selbst als auch von anderen 1 gegebetl worden, aber 
ich halte meine Entwicklungen trotzdem nicht für über- 
flüssig, weil sie ohne alle geometrischen Betrachtungen, 
rein analytisch auf einfache Weise die gewünschten 
Resultate geben. Ich bediene mich dabei der 
Lagrange'schen Methode der unbestimmten Multipli- 
katoren. Daran anschliessend werden (Jie Definition 
der Wellenfläche und ihre wichtigsten Eigenschaften 
kurz angegeben werden. 

Im zweiten Paragraphen, welcher den eigentlichen 
Kern der vorliegenden Arbeit bildet, wird gezeigt werden, 
dass man auf Grund des Prinzips vom kürzesten Licht- 
weg für ein beliebiges zentriertes optisches System 
endlicher Öffnung eine allgemeine Gleichung aufstellen 
kann, welche die Bedingung dafür enthält, dass zwei 
in der Nähe der Axe benachbarte, im übrigen beliebig 
zu einander gelegene leuchtende Punkte aberrationsfrei 
abgebildet werden. 

Diese bisher noch nicht bekannte Grundgleichung 
wird im folgenden (dritten) Paragraphen angewandt auf 



1) z. B. Heath, Lehrbuch der geometrischen Optik 
deutsche autorisierte und revidierte Ausgabe von Kanthack 
Berlin 1894, pag 106 ff. 



die beiden bisher in der Literatur überhaupt nur dis- 
kutierten Spezialfälle, nämlich einmal auf den Fall, dass 
die beiden benachbarten Punkte in einer zur Axe senk- 
rechten Ebene liegen (Abbe'sche Sinusbedingung) und 
zum anderen auf den Fall, dass sie auf der Axe selbst 
liegen (Hockin'sche Bedingung). 

Da wir uns hier auf einem Gebiet befinden, welches 
sich in der modernen geometrischen Optik als ausser- 
ordentlich wichtig und ergiebig erwiesen hat, so sehe 
ich mich veranlasst, im Paragraph 4 einen kurzen 
historischen Überblick über die einschlägigen .Ar- 
beiten, insbesondere in betreff der Sinusbedingung, zu 
geben. 

Um zu zeigen, dass von der allgemeinen charakter- 
istischen Funktion aus der Übergang zum paraxialen 
Gebiete ausserordentlich einfach ist, sollen im 5. Para- 
graphen die Grundformeln der Gauss'schen Abbildungs- 
theorie aus demselben Gedankenkreise heraus entwickelt 
werden. Bemerkenswert hierbei ist, dass sich sämtliche 
Beziehungen ohne irgendwelche Spezialbetrachtungen 
sofort ergeben, und dass der Helmholtz-Lagrange- 
sche Satz sich als notwendige und hinreichende Be- 
dingung zeigt dafür, dass alle Punkte eines Raumes 
in einen anderen Raum ohne Aberration abgebildet 
werden. 

Um dann weiter zu zeigen, dass aber auch hier- 
mit die von Hamilton zuerst angeregten Gedanken- 
gänge in ihren Konsequenzen noch nicht erschöpft 
sind, soll im 6. Paragraphen endlich noch kurz an- 
gedeutet werden, wie man von hieraus sofort zu den 
modernen Darstellungen eines astigmatischen Bündels ge- 
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langen kann, wie sie zuerst von Sturm^Kummer, 2 
Matthiessen 3 und dann später mehr im Zu- 

1) J. C. Sturm, Memoire sur l'optique. Liouville, Journal 
de Mathematiques pures et appliquees vol. III, pag 357. 
Paris 1838. 

2) E. Kummer, Allgemeine Theorie der gradlinigen 
Strahlensysteme. Crelle's Journal für die reine und angewandte 
Mathematik, Bd. 57, pag. 189, Berlin 1860, 

E, Kummer, Modelle der allgemeinen, unendlich dünnen, 
gradlinigen Strahlenbündel. Monatsberichte der Kgl. Preus- 
sischen Akademie der Wissenschaften, zu Berlin 1860, pag. 469. 

E, Kummer, Über die algebraischen Strahlensysteme, 
ins Besondere über die der ersten und der zweiten Ordnung, 
Abhandlungen der Kgl. Preussischen Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin 1866, pag. 1. 

3) L. Matthiessen, Die Differentialgleichungen der Dioptrik 
der geschichteten Kristallinse. Pflüger's Atchiv für die gesamte 
P hysiolögie des Menschen und der Tiere, Bd. 19, pag. 480 
Bonn 1879. 

L. Matthiessen, Über die Form der astigmatischen Bilder 
sehr kleiner gerader Linien bei schiefer Incidenz der Strahlen 
in ein unendlich kleines Segment einer brechenden sphärischen 
Fläche. Graefe's Archiv für Ophthalmologie, Bd. 29, Abt. 1, 
pag. 147. Berlin 1883. 

L. Matthiessen, Über die Form der unendlich dünnen 
astigmatischen Strahlenbündel und über die Kummerschen 
Modelle. Sitzungsberichte der math.-phys. Ciasse der Kgl. 
Bayrischen Akademie der Wissenschaften, Bd. 13, pag. 35. 
München 1884. 

L. Matthiessen, Die Brennlinien eines unendlich dünnen 
astigmatischen Strahlenbündels nach schiefer Incidenz eines 
homozentrischen Strahlenbündels in einer krummen Oberfläche 
und das Strahlenkonoid von Sturm und Kummer. Graefe's 
Archiv für Ophthalmologie, Bd. 30, Abt. 2, pag. 141. Berlin 1884. 

L. Matthiessen, Untersuchungen über die Lage der Brenn- 
linien eines unendlich dünnen Strahlenbündels gegen einander 
und gegen einen Hauptstrahl. Acta Mathematica, Bd. 4, 
pag. 177. Berlin, Stockholm, Paris 1884. 

L. Matthiessen, Neue Untersuchungen über die Lage der 
Brennlinien unendlich dünner copulierter Strahlenbündel gegen 
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sammenhang von G u 1 1 s t r a n d * ausgebildet wor- 
den sind. 

Es würde mir eine besondere Genugtuung bereiten, 
wenn meine Arbeit etwas dazu beitragen könnte, die 
Überzeugung zu befestigen, dass die Formulierung der 
Hamilton'schen Funktion nicht nur vom mathematischen 
Standpunkt aus interessant ist, sondern dass diese 
Funktion es verdient, an die Spitze der Darstellung der 
geometrischen Abbildungstheorie gestellt zu werden. 

§ i. 

Herlcitung des Brechungsgesetzes aus der Hamilton' sehen 
Funktion mit Hilfe der Lagrange' sehen Methode der 
unbestimmten Multiplikatoren, 
Es sei gegeben (Figur 1) eine Anzahl optischer 
Medien von verschiedenen Brechungsexponenten, welche 
durch ein System von K ganz beliebigen brechenden 

einander und gegen einen Hauptstrahl. Schlömilch's Zeit- 
schrift für Mathematik und Physik, Bd. 29, Supplement pag. 86. 
Leipzig 1884. 

L. Matthiessen, Untersuchungen über die Constitution un- 
endlich dünner astigmatischer Strahlenbündel nach* ihrer 
Brechung in einer krummen Oberfläche. Schlömilch's Zeitschrift 
für Mathematik und Physik. Bd. 33. Leipzig 1888. 

L. Matthiessen, Von der astigmatischen Strahlenbrechung 
in einer Vollkugel bei schiefer Incidenz und von den adjungierten 
Fixpunkten. Ann. der Physik, 4. F , Bd 7 Leipzig 1902. 

L. Matthiessen, Über ' die Bedingungsgleichungen der 
aplanatischen Brechung von Strahlenbündeln in beliebigen 
krummen Oberflächen. Ann. d. Physik, 4. F., Bd. 9, Leipzig 1902. 

L. Matthiessen, Über aplanatische Brechung und Spiegelung 
in Oberflächen II. O. und die Hornhautrefraction. Pflüger's 
Arch. f. d. ges. Physiologie, Bd. 91. Bonn 1902. 

1) A. Gullstrand, Beitrag zur Theorie des Astigmatismus. 
Holmgren's Skandinavisches Archiv für Physiologie, Bd. II. 
Leipzig 1891, pag. 269. 
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Flächen von einander getrennt sind. Das sich vor der 
ersten brechenden Fläche befindende Medium habe den 
Brechungsexponenten n i, das zwischen der ersten und 
zweiten liegende habe den Brechungsexponenten ni2 
und so fort bis zu dem zwischen der (K — l) ten und 
der K ten Fläche liegenden Medium, welches den 
Brechungsexponenten n k -ik haben möge. Das hinter 
der letzten brechenden Fläche liegende Medium end- 
lich habe den Brechungsexponenten rtkk + i. 

Im ersten Medium, d. h. in dem Medium mit dem . 
Brechungsexponenten n i, befinde sich nun irgendwo 
ein leuchtender Punkt S . Dieser wird nach allen 
Richtungen hin Strahlen aussenden, von denen eine 
grosse Anzahl auf die erste brechende Fläche auffallen 
wird. Von diesen Strahlen greifen wir einen ganz be- 
liebigen heraus, welcher die erste Fläche in einem 
Punkte Si treffen möge, wo er, da er in ein anderes 
Medium übergeht, gebrochen wird. Denken wir uns 
im Punkte Si das Lot zu der Fläche errichtet, und 
durch den Lichtstrahl S Si und dieses Lot eine Ebene 
gelegt,- so wird unser Lichtstrahl, dem Brechungs- 
gesetze folgend, auch nach der Brechung in dieser 
Ebene verlaufen. Er treffe dann die 2. brechende 



A. Gullstrand, Die Constitution des im Auge gebrochenen 
Strahlenbündels. Archiv für Ophthalmologie, Bd. 53,2, pag. 185. 
Berlin 1901. 

A. Gullstrand, Allgemeine Theorie der monochromatischen 
Aberrationen und ihre nächsten Ergebnisse für die Ophthal- 
mologie. Nova acta regiae societatis scientiarum Upsaliensis 
Ser. 3, vol. 20, fasc. 1, pag. 1. Upsala 1901. 

A. Gullstrand, Photograph. -ophthalmol. und klinische 
Untersuchungen über die Hornhautrefraction. Kong. Svenska 
Vetensk-Acad. Handlinger, Bd. 28. 1896. 
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Fläche im Punkte S 2 , wird hier wieder gebrochen und 
geht dann weiter durch die übrigen Medien hindurch. 
Die diese trennenden Flächen treffe er bezw. in den 
Punkten S 3 . . . Sr_i, Sr. An jeder einzelnen Fläche 
wird der Strahl gebrochen werden, wobei wohl zu be- 
achten ist, dass er infolge des Brechungsgesetzes stets 
in derselben Ebene bleiben muss. Unser Lichtstrahl 
verlässt dann das System und verläuft schliesslich 
irgendwie im letzten Medium, d. h. in dem Medium mit 
dem Brechungsexponenten n k k+i ; hier muss nun 
irgendwo auf dem Strahle der dem Punkte S ent- 
sprechende Bildpunkt liegen, er liege im Punkte S k +i. 
Bezeichnen wir jetzt die in den einzelnen Medien ver- 
laufenden Teile unseres Strahles bezw. mit 

Toi, T\2 . . . . rk-ik,rkk + l 

so stellt bekanntlich 

V — nbi Toi + n 12 I"i2 - . • -f n k — 1 k Tk — i k 

e = k 

-f- Hkk + 1 r kk-f-l = £n ee -i-l Tee-l-1 
e = o 

die Hamiltonsche charakteristische Funktion dar. In 
neuerer Zeit hat man jene Summe der Produkte aus 
Brechung9exponent je eines Mediums und der in ihm 
durchlaufenen Strecke auch „Lichtweg", „reduzierter 
Weg" oder „optische Länge" oder „Lichtpotential" des 
Strahles genannt. 

Gemäss dem bekannten Satze vom kürzesten Licht- 
weg muss uhs nun diese Summe einen Grenzwert dar- 
stellen, d. h. nach den Regeln der Analysis, es muss 

er=k 

8 V = 3 ^ n ee +i r ee +i = O 
sein. Dies wäre allerdings auch die Bedingung dafür, 
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dass die Funktion V ein Maximum wäre. Dass dies je- 
doch nicht der Fall ist, lehrt schon der blosse Augen- 
schein; denn es wird sich zwischen S und Sk+i stets 
ein gebrochener Linienzug ziehen lassen, der grösser 
ist als der, der dem dem Brechungsgesetz gehorchenden 
Lichtstrahl entspricht, und die obige Gleichung muss 
also die notwendige und hinreichende Bedingung 
für die bekannte Minimumeigenschaft des Lichtes 
sein. Wir wollen sehen, ob dies tatsächlich der 
Fall ist, d. h. wir wollen sehen, ob wir aus der 
Gleichung 

8S n ee +i r ee + i =0 I 

e = o 

tatsächlich zu dem gebrochenen Wege zwischen S und 
S K +i gelangen, der dem S n e 1 1 i u s 'sehen Brechungs- 
gesetze entspricht. 

Wir legen unseren Untersuchungen ein beliebiges, 
festes, rechtwinkliges Koordinatensystem (xyz) zu Grunde, 
und um möglichst elegante Resultate zu erlangen, denken 
wir uns durch die Punkte S und Sr + i ebenfalls ganz 
beliebige Flächen gelegt. Sämtliche Flächen können 
wir dann auf unser Koordinatensystem beziehen und 
erhalten so k + 2 Gleichungen 

f e (x, y, z) =- o (1) 

(wo e alle Werte von o bis k -f- 1 annimmt). Denken 
wir uns dann weiter in den Durchstossungspunkten S e der 
Flächen die Normalen zu den Flächen gezogen, und bilden 
diese mit den Koordinatenaxen die Winkel X e , i*- e , v e 
so ist bekanntlich 
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cosX e = 



dX e 



mr+m+wr 

d y e 

cos |x e == "7==: ~:. (2) 

dje_ 

COSVg =r 



Hat weiter der Durchstossungspunkt S e der e ten Fläche 
die Koordinaten (x e y e z e ) und der der (e + l) ten Fläche 
die Koordinaten (x e +i y e +i z e +i), so lässtsich die Ent- 
fernung S e S e +i = r ee +i durch diese Koordinaten 
ausdrücken, und unsere Gleichung 1 geht somit 
über in 



e = k 



8 £ n ee +iyXe + i-Xe) 8 + (ye+i-ye) 2 + (Ze+l-Ze) 8asi OlI. 

Wir wollen jetzt die Variation ausführen, und 
machen uns zu diesem Zwecke klar, welche Grössen 
konstant und welche veränderlich sind. Zunächst 
sind die Grössen n ee + i konstant innerhalb jedes 
Mediums. Ferner war Gleichung I die Bedingung dafür, 
dass von sämtlichen durch S und S K +i gehenden 
Strahlen der dem Brechungsgesetz gehorchende ein 
Minimum ist. Sämtliche in Betracht kommenden 
Strahlen müssen also durch diese beiden Punkte hin- 
durchgehen, und es ist daher 
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x e = const 

e = o 
y e = const für (3) 

z e = const e = K + 1 

oder, was dasselbe ist 

Sx *= o 3x K + i=o 

8y == o und ^yK + i = o (3a) 

8zo = o Sz K +i = o 

Dagegen sind die Grössen 

x e 

y e veränderlich für alle Werte von e = 1 bis e = K. 

Führen wir jetzt die Variation aus, so erhalten wir 

e = K 

- n ee +l ■ (X e + 1 — X e ) (3x e+ i — ^X e ) 

e = o "~ : 

+(ye + i - y e )( tye + l -fye )-f fr e + l~Ze)(Sz e + i~^e)__ Q „, 
V (Xe-fi — Xe)H-(Ye + l — Ye) 8 + {£+7— Ze) 2 

Führen wir nun noch die Winkel ein, welche die 
Strecken r ee +i mit den Koordinatenaxen bilden • und 
bezeichnen sie mit a e +i, ße + i, Te+i. so ist bekanntlich 

X e -f- 1 — X e 



COS a e + , 



Tee + l 



.COSße-H--^ 1 -* ' (4) 

ree-f- 1 

rn o-, , _ Ze+i — z e 
COS, e -fi— — ~ 

Tee-f- 1 

und Gleichung 111 geht über in 

e = K 
il n ee +i [COS a e + i (8x e + 1 — 3x e ) -f COSße + 1 (tye + 1 — ty e ) 

+ COSYe+l (SZe + i — 5z e ) j = IV. 

Denken wir uns jetzt die Klammern ausmultipliziert 
und nach den Variationen geordnet, so nimmt mit 
Rücksicht auf die Gleichungen (3) resp. (3a) die 
Gleichung IV die Form an 
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e = K 

£(n e _i e COSa e 
6=1 -f- (lle-ie COS fr. 



+ (n e 



Hee-f l COS a e + v ) §X e 

n ee +i COS ße+l) tye 
e CÖS Ye — n ee +l COS 7 e +l) ^Z e = 



[Es sef noch ausdrücklich darauf hingewiesen, dass 
sich die Summation nur noch erstreckt von e = 1 bis 
e = K!] Wir müssen nun aber wohl beachten, dass 
diese Variationen 8x e , 8y e , §z e nicht unabhängig von 
einander sind, dass sie vielmehr gemäss unserem 
Probleme den Gleichungen der Flächen Genüge leisten 
müssen, dass also allgemein sein muss 



Me <s , df-e N , <Jf e * 

<Jx e ^e ^>Z e 







(5) 



für alle Werte von e = 1 bis e =-■-■ K. [Für die Werte 
e = o und e = K -i 1 ist Gleichung (5) mit Rücksicht 
auf die Gleichungen (3 a) von selbst erfüllt!] Multi- 
plizieren wir die letzte Gleichung mit einem ganz be- 
liebigen Faktor L e und addieren sie zu Gleichung V, so 
wird diese, wenn wir gleich etwas ordnen, 



e = K 
V 



dfe 



-e --,- — h n e -ie cos a e — n ee +i cos a e + 

oXe 



8X» 



+ 



+ 



L e —, e - + °e-l e COS j3 e 

oy e 

dfe 



n ce -fi 



cos B, 



Pe f 1 



öy e 



OZ e 



-f n e -i e COSYe " n ee +i C0Sf e -fi 



Sz e = VI 



Jetzt sind die Variationen ganz unabhängig von 
einander, und die Gleichung VI kann nur bestehen, 
wenn die Koeffizienten dieser Variationen einzeln gleich 
Null sind. Wir erhalten somit folgendes Gleichungs- 



svstem : 



Jilancknu'ibtü)-. 
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L' df( 
u dx 



df e . 



n e _ie COS « e — Hee+i COS a e + ! ^- Ö 

n ee +i cos ßefi =0 VII 






dz e 



+ n e -ie COS 7e — n ee -M COS 7e+ 1 :T= Q 



Dabei nimmt e sämtliche Werte von 1 bis K an, 
und wir haben also ein System, von 3K Gleichungen, 
wozu noch die K Gleichungen der Flächen I bis K, ' 

f e (x, y, z)=-0 VII a 

hinzukommen, so dass wir im ganzen 4 K Gleichungen 
haben. 

Jetzt addieren wir die drei Gleichungen! VII, nach- 
dem wir sie vorher der Reihe nach mit cos X e , cos |x e , 
cosv e multipliziert haben. Es wird dann 



f df e 



dfe 



df e 



, COS X e + -; COS |x e + 1 COS v e 

dx e ' ' dy e ' ' ' dz e 

+ [n e -ie COS a e — n ee +l COS a e +i] COS X e 
+ [n e _ie COS }3 e — n ee -|-i COS ße+i] COS |i e 
+ [n e -ie COS 7e — n e e4-i COS Y e -fi] COS v e — 

Diese Gleichung dividieren wir durch 



VIII 



V\dXeJ + (dyl ) + \dZe / ' 

Benutzen wir dann die Gleichungen (2) und be- 
rücksichtigen wir, dass 

cos 2 X e 4- cos 2 \i e + cos 2 v e = 1 (6) 

sein muss, so wird, wenn wir die Klammern gleich 
ausmultiplizieren und etwas ordnen, 
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L • _ _ fle-le [COSa e COS V+ COS ß e COS|). e + C05? . COS v e ] 

__!_ n e e-fl[C0Sa e ^i COSX e * COS ße-f- 1 COS;x e - 1 " COS *fe+i COSv e ] 
KdXe / ^\iyt) + Ue'J 

cosae, cosße, cos f e sind die Richtungscosinus des 
Strahles vor der Brechung an der Fläche 

f e (x, y, z) « 
cos X e , cos ;x e , cos v e sind die Richtungscosinus der 
Normale an diese Fläche im Punkte S e . Der von 
diesen beiden Richtungen gebildete Winkel ist aber weiter 
nichts als der Einfallswinkel i e , und sein Cosinus ist: 

COS l e -=-■ COSGt e COSX c ~r COSß e COS|J. c -f COS^ COSv e (7) 

und ebenso ist, wenn wir den Brechungswinkel mit i' e 
bezeichnen, 

COSi'e Ä COStte+iCOSAe + COSpe+l COS|i e + COSfe-f iCOSv e (8) 

Mit Benutzung der beiden letzten Gleichungen 
geht der obige Wert von L e über in 
. n e - le cos i e — n ee -f i cos i' e 



\ Vdx e / + We 7 ~ f VdZe J 



X 



Setzen wir diesen Wert von L e ein in die 
Gleichungen VII, so gehen diese unter gleichzeitiger 
Benutzung der Gleichungen (2) über in 

n e - ie COS ot e — n ee -f i cos a e + l 

=■ (n e - ie cos i e — n ee -f 1 cos i'e) cos 'L e 

n e - le COS ße " n ee + 1 COS ße + 1 

=■ (n e - le COS i'e — n ee -f 1 COS I'e) COS |i- e XI 

n e — le COS "fe — n G e 4 i COS "fe -f 1 

( n v . lc cos i e — n ce f- 1 cos i' e ) cos v c 

2* 
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Diese 3 Gleichungen wollen wir quadrieren und 
dann addieren. Es wird, wenn wir berücksichtigen, dass 

COS 2 a e 4" COS 2 ß e + COS 2 ( e =- 1 
COS 2 a e + l 4- COS 2 ße -f i + COS 2 ? e + l = 1 
COS 2 X e f COS 2 ji e -f COS* 2 v c =*= 1 (9) 

COS a e COS a e -f i + COS ß e COS ß e + i j 
COS fe COS fe + 1 = COS (i e — i'e ) 

ist: 

n 2 e - ie - 2 n e - ie n ee + 1 cos (i e — i c ') 4 n 2 ee + i 

= n 2 e - je COS 2 i e — 2 n e _ ie H e e + 1 COS i e COS i' e 

+ n 2 ee + 1 cos 2 iV XII. 

wofür man auch schreiben kann: 

n 2 e _ ie — 2 n e _ ie n ee + r [ cos i e cos i' c - 1 
sin i e sin i'e] -f n 2 ee + 1 
=■ n 2 e -ie(l — sin 2 i e ) — 2 n e - i e n e e 4-1 cos i e cosi' e 
+ n , " ee +i(l —sin 2 i'e) XIH. 

oder 

n 2 e-ieSin 2 i e — 2 n c -ie n ee -H sin i e sini' e 

f n^e+isin 2 ^ = XIV. 

woraus sich ohne weiteres ergiebt 

n e -i e sini e = n ee -fisinr e XV. 

Hiermit ist auf rein analytischem Wege die Herleitung 
des Brechungsgesetzes aus der charakteristischen Funk- 
tion gegeben. 

Bekanntlich ist die charakteristische Funktion eine 
Funktion von nur 6 Variabein. Dass dies wirklich der 
Fall ist, können wir leicht erkennen, wenn wir für 
einen Augenblick zurückkehren zu den mit Gleichung VI 
gleichwertigen Gleichungen VII und VII a. Diese 
Gleichungen stellen uns, wie wir gesehen haben, ein 
System von 4 K Gleichungen dar. In diesen sind die 
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Brechungsexponenten gegebene Konstante, die in den 
Gleichungen auftretenden partiellen Ableitungen, sowie 
die Richtungscösinus hängen nur ab von den 3 (K + 2) 
Variabein x e y e z e (wo e alle Werte von e = bis 
e = K + 1 annimmt^ Ausserdem kommen in den 
Gleichungen nur noch die K Unbekannten L e vor, 
(wo e alle Werte von e ---- 1 bis e = K annimmt). Wir 
haben also 4 K Gleichungen mit 

3 (K 4- 2) + K - 4 K -f 6 

Veränderlichen. Von diesen können wir mit Hilfe der 
4 K Gleichungen 4 K eliminieren, und wir sehen, dass sich 
V tatsächlich darstellt als Funktion von nur 6 Variabein. 
Man kann die Elimination so ausführen, das man erhält 

V = f (x , y , z , xk+i, yk+i. zk-h) 

so dass also die charakteristische Funktion nur abhängt 
von den Koordinaten der Punkte, durch die der Licht- 
strahl im Objektraum und im Bildraum hindurchgeht, 
nicht aber von den Koordinaten der Punkte, in welchen 
der Strahl die Trennungsflächen der einzelnen zwischen 
Objekt- und Bildraum liegenden Medien durchstösst, 
auch nicht von der Anzahl der zwischenliegenden Medien. 
Nachdem wir oben bewiesen haben, dass die Be- 
dingung 

SV = o 
zusammenfällt mit der Bedingung, dass alle Brechungen, 
welche der Strahl an den verschiedenen brechenden 
Flächen des Systems erleidet, das S n e 1 1 i u s'sche 
Brechungsgesetz befolgen müssen, erübrigt es sich wohl, 
hier den schon öfters gegebenen Beweis zu wieder- 
holen, dass alle Strahlen auf der Fläche 
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V fc= const 



senkrecht stehen 


(Mal u s' scher Satz). 1 


Die Fläche 






V = const 


zeigt dann noch 


folgende bemerkenswerte Beziehungen 


Es ist stets 


' 




cJV 

t— = n cos « 

dx 




dV 

-r— = n cos 3 

dy ' 




dV" 

-s - - = n cos t 



und daher auch 

ß V\ 2 16 V\ 2 (d V\ 2 

wo die 3 Cosinus die Richtungscosinus des Strahles 
und n der Brechungsexponent des Mediums ist, in 
welchem wir den Strahlenverlauf gerade betrachten. 
Wir beschränken uns hier auf die Angabe dieser 
Formeln, deren Beweis sich unmittelbar aus der 
Definition der Wellenfläche ergiebt. 2 

Auch vom Standpunkte der Wellentheorie aus 
betrachtet, gewährt uns das Studium der charakte- 
ristischen Funktion 

V - i: nr 
einen interessanten und klaren Einblick in den Gang 
der Lichtstrahlen durch ein System von brechenden 

1) Über den Beweis siehe z. B. Czapski, Theorie der 
optischen Instrumente nach Abbe. Breslau 1893, pag. 16. 

2) Man vergleiche hierzu v. Rohr, Die Bilderzeugung in 
optischen Instrumenten. Berlin 1904, pag. 22. Heath, Lehr- 
buch der geometrischen Optik. Deutsche autorisierte Ausgabe 
von Kanthack, Berlin 1894, pag. 114 f. 



Medien. Man ist bekanntlich überei^ekqm'gjen, dejy 
Brechungsexponenten des Vakuums ^-^J£2£l 

n — 1 

zu setzen, und die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raum 
ist die bekannte Constante 

' v -- 300000 km sec- 1 

Bezeichnet man nun Brechüngsexponent und Licht- 
geschwindigkeit der einzelnen Medien bezw. mit 

ni, vi ; n 2 , v 2 ; n3, V3 

so ist nach den Grundlehren der Wellentheorie 



V 


V o 




__ Vo 


ni = - 


n 2 = — - 


n 3 




Vi » 


v 2 ' 




va. 



setzt man dies ein in. die charakteristische Funktion, 
so erhält man 



V = S n r = v 



Vi ' V2 * V3 



In der Klammer stehen Quotienten aus einer Länge 
dividiert durch eine Geschwindigkeit. Ein solcher 
Quotient ist aber nach den Grunddefinitionen der 
Mechanik nichts anderes als eine Zeit, und jeder der 
in der Klammer stehenden Quotienten stellt uns also 
die Zeit dar, welche das Licht braucht, um ein 
bestimmtes Medium auf dem Wege r mit der Geschwindig- 
keit v zu durchlaufen, und die Summe aller dieser 
Quotienten ist also die Zeit, in welcher das Licht vom 
Anfang bis zum Ende des hier betrachteten Weges 
gelangt Bezeichnen wir diese Zeit mit T, so wird 

V - v . T 
und setzen wir jetzt 
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V = 1 
d. h. beziehen wir alles auf die Lichtgeschwindigkeit 
im leeren Raum, so wird unsere charakteristische 
Funktion direkt gleich der Zeit, welche das Licht zum 
Durchlaufen des betrachteten Weges braucht. 

Diese Betrachtungen führen direkt zur Aufstellung 
der Gleichung der Wellenfläche. Diese ist nach den 
Lehren der Wellentheorie dadurch definiert, dass auf 
ihr sich alle Ätherteilchen in genau demselben 
Bewegungszustande befinden. Da eine solche Fläche 
von sämtlichen Strahlen in genau derselben Zeit erreicht 
werden muss, so ist die Wellenfläche weiter nichts, als 
der geometrische Ort derjenigen Punkte, für die die 
Zeit, und damit auch die optische Länge, einen 
konstanten Wert hat Die Gleichung der Wellenfläche 
ist somit 

V = X n r = const 



§ 2. 

Herleitang der allgemeinsten Bedingung für die 

aberrationsfreie Abbildung von Punktpaaren aus der 

charakteristischen Funktion. 

Eine von einem Punkte ausgesandte Lichtwelle 
wird sich kugelförmig ausbreiten, solange sie in dem- 
selben Medium verbleibt, beim Übergang in ein anderes 
Medium aber wird sie ihre Kugelgestalt verlieren und 
eine andere Gestalt annehmen, die sich im allgemeinen 
mit der Anzahl der erlittenen Brechungen immer mehr 
und mehr komplizieren wird. Handelt es sich also 
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um ein ganzes System brechender Flächen, so wird 
zwar die von einem Punkte im Objektraum ausgehende 
Wellenfläche auch nach dem Durchgang durch das 
System noch die für die Wellenfläche charakteristischen 
Eigenschaften besitzen, ihre Gestalt aber wird im 
allgemeinen infolge mathematischer Schwierigkeiten 
nicht mehr zu bestimmen sein. 

Wenn nun aber einmal der Fall einträte, dass die 
Welle ein optisches System wieder als Kugelfläche 
verliesse, so müsste sie, — da sie ja nun in demselben 
Medium verbleibt — diese Kugelgestalt behalten und 
würde, immer kleiner und kleiner werdend, schliesslich 
im Mittelpunkte der Kugelfläche in sich zusammenfallen. 
Dieser Punkt, der uns dann die ganze Wellenfläche 
darstellen würde, und für den infolgedessen auch noch 
die Gleichung der Wellenfläche 

V = £ nr = const 

bestehen müsste, würde dem vollständig aberrations- 
freien Bildpunkte des Ausgangspunktes entsprechen. 
Wir sehen also, die Bedingung dafür, dass zwei Punkte 
völlig aberrationslos in einander abgebildet werden, 
besteht darin, dass sämtliche zwischen diesen Punkten 
möglichen optischen Längen einen konstanten Wert 
haben. Eine derartige vollständige aberrationsfreie 
Abbildung findet bekanntlich im paraxialen Gebiete statt. 
Wir nehmen jetzt an (Figur 2), es sei uns ein 
zentriertes System mit den beiden Hauptebenen Hi 
und H-2 gegeben, welches einen Punkt P der Axe 
wiederum in einem Punkte P' der Axe durch paraxiale 
Strahlen vollständig aberrationsfrei abbildet, der konstante 
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Wert der optischen Länge zwischen diesen beiden 
Punkten sei p > so dass also 

E nr = [PP'] ^ p = const 
ist. Ferner sei 

PQ-y 
ein unendlich kleines axensenkrechtes Objekt und 
P'Q' = y' das zugehörige Bild. Es soll festgestellt 
werden, wie gross die optische Länge [Q Q'] zwischen 
Q und Q' ist, oder was nach den Betrachtungen des 
vorigen Paragraphen dasselbe ist, wieviel Zeit das Licht 
braucht, um vom Punkte Q nach dem Punkte Q' 
zu gelangen. 1 

Zu diesem Zwecke lassen wir zunächst vom 
Punkte Q (Figur 2) einen axenparallelen Strahl auf 
das System auffallen. Dieser wird nach der Brechung 
durch den hinteren Brennpunkt F' gehen, und es ist 

[QQ / ] = [QF1 + [F ; Q1 0) 

Denken wir uns jetzt für einen Augenblick, der Punkt 
F' sei ein leuchtender Punkt, und .verfolgen wir die 
beiden von ihm ausgehenden Strahlen F' A und F' B, 
so sehen wir, dass dieselben nach der Brechung im 
Objektraume parallel zu einander verlaufen. Da nun 
nach unseren Definitionen sämtliche Strahlen lotrecht 
zur Wellenfläche stehen, und da P Q normal steht 
sowohl zu D P als auch zu C Q, so muss P Q not- 
wendig ein Stückchen der Wellenfläche sein, und da 
wir ferner wissen, dass alle Punkte einer Wellenfläche 



l) Bei der jetzt folgenden Bestimmung von [Q Q ] halte 
ich mich an eine von mir ausgearbeitete Vorlesung, die ich 
im S. S. 1903 bei Herrn Privatdozenten Dr. Gleichen gehört 
habe. Dies bezieht sich auf die Formeln 1 — 7. 
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von dem Ausgangspunkte . der Wellenfläche die gleiche 
optische Länge haben, so muss 

[QF'1 = [PF'] (2) 

sein. Setzen wir jetzt 
' F'P'-x' 

so wird F / Q / = i / x' 2 + y /2 = x / |/l -i- ( y ~J 

Die Quadratwurzel wollen wir nach dem binomischen 
Satze entwickeln. Da wir es hier mit sehr kleinen 
Grössen zu tun haben, so können wir diese Entwicklung 
nach dem zweiten Gliede abbrechen und erhalten: 



oder 



PQ'-x'(l + i(J)" 2 )-xV- ' y " 



X' 



n/F'Q'^ [PQ'] = n'xM- 'n'^ (3) 

Unter Benutzung der .Gleichungen (2) und (3) geht 
Gleichung (1) über in 

[Q Q1 = [P F'.l 4 -n'x'-} -'n' J W 

Weiter ergiebt sich unmittelbar aus der Figur 

[PF']+n'x'-[PP'J - P . (5) 

so dass man schliesslich erhält: 

[QQ1 = P r J n'-£- (6) 

Diese Gleichung lehrt uns, dass das Licht eine 
gewisse Zeit mehr braucht, um von Q nach Q' zu ge- 
langen, als es braucht, um von P nach P' zu kommen. 
Da wir aber schon y und damit auch y' unendlich 
klein angenommen haben, so ist y /2 unendlich klein 
von höherer Ordnung und kann daher vernachlässigt 
werden. Berücksichtigen wir dies, so geht die letzte 
Gleichung über in 
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[QQ']=-P (7) 

und wir können sagen: alles von einer axensenkrechten 
Ebene im Objektraum ausgehende Licht trifft gleich- 
zeitig in einer axensenkrechten Ebene im Bildraum ein. 

Mit Hilfe dieses Satzes gelingt es nun, die all- 
gemeinste Bedingung für die aberrationsfreie Abbildung 
von in der Nähe der Axe gelegenen Punktpaaren auf- 
zustellen und zwar für endliche Öffnungen. 

In der Figur 3 sei S ein zentriertes optisches 
System mit der Axe LL', sein hinterer Brennpunkt 
sei F'. In einem beliebigen Punkte P der Axe, unter 
einem beliebigen Winkel <p gegen dieselbe geneigt, 
befinde sich im Objektiaume ein kleines Linienelement 

PQ = P 0) 

Der Axenpunkt P möge im Punkte P' abgebildet 
sein, und zwar machen wir die Annahme, dass P für 
die ganze Öffnung äberrationsfrei abgebildet sei. Lassen 
wir vom Punkte Q einen axenparallelen Strahl auf das 
System auffallen, so wird dieser — weil er infolge der 
angenommenen Kleinheit von PQ im paraxialen Gebiete 
verläuft — durch den hinteren Brennpunkt F' gehen. 
Auf diesem Strahle liege im Punkte Q' der Bildpunkt 
von Q. 

P'Q' = P' (2) 

wird dann das Bild von PQ sein. Sowohl P als auch Q 
sollen nun aberrationsfrei abgebildet sein in P' bezw. in Q'. 
Die Bedingung' hierfür ist, wie wir oben gesehen haben, 
die, dass , die optische Länge für alle zwischen P und P' 
möglichen Wege einen constanten Wert hat und ebenso 
für alle zwischen Q und Q' möglichen Wege. Bezeichnen 
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wir diese beiden constanten Werte mit p und q, so 
erhalten wir 

£ pp/ 3 = e (3) 

[QQ'] = q ■ . 
Wir wollen jetzt untersuchen, was für eine Be- 
ziehung zwischen diesen beiden Konstanten besteht. 
Zu diesem Zwecke fällen wir von Q und Q' die Lote 
Q T und Q' T' auf die Axe und bezeichnen : 
PT=dx 

P'T'-dx' ' 

Nach dem oben angeführten Satze, dass alles von 

einer axensenkrechten Ebene im Objektraum ausgehende 

Licht gleichzeitig in einer axensenkrechten Ebene im 

Bildraume eintrifft, muss dann sein 

[TT'] = [QQ']^q (5) 

Weiter ergiebt sich aus der Figur sofort 

[T T'] - [R P'] - [P T] -(- [P' T'l (6). 

wofür wir unter Benutzung der eingeführten Bezeich- 
nungen auch schreiben können 

q -=■• p — n d x -f n'dx' (7) 

Von den unendlich vielen vom Punkte P ausgehenden 
Strahlen greifen wir jetzt einen unter einem beliebigen 
Winkel u gegen die Axe geneigten Strahl P A heraus. 
Er wird durch das System gebrochen, verlässt dasselbe 
im Punkte B' und muss, da ja aberrationsfreie Abbildung 
des Punktes P vorausgesetzt ist, nach der Brechung 
durch den Punkt P' gehen. Der Winkel, welchen der 
Strahl B' P' mit der Axe bildet, sei u'. Wir greifen nun 
von den unendlich vielen vom Punkte Q ausgehenden 
Strahlen denjenigen heraus, welcher dem Strahl PA 
parallel ist. Dieser treffe das System im Punkte C und 
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verlasse es im Punkte D'. Da nach unserer Voraus- 
setzung auch der Punkt Q aberrationsfrei durch das 
System abgebildet wird im Punkte Q', so muss dieser 
Strahl nach der Brechung durch Q' gehen. Den Strahl 
B' P' möge er in E', die optische Axe in G' schneiden. 
Endlich fällen wir noch von den Punkten P und P' die 
Lote P R und P' R' auf den Strahl Q Q'. Aus der 
Figur ergiebt sich dann ohne weiteres 

[P E'J - IE' P'J = p ' (8) 

[Q E'J + [E'Q'] = q = p — ndx + n'dx' (9) 
DasStückchenPR stellt sich — da auf ihm die beiden 
von E' ausgehenden Strahlen E'B'AP und E' D' C R 
normal stehen — dar als unendlich kleines Stückchen 
der von E' sich ausbreitenden Wellenfläche. Da für 
alle Punkte dieser Wellenfläche das Lichtpotential vom 
Punkte E' aus gerechnet konstant sein muss, so ist 

iR E'l - ;P E'j (10) 

oder was, wie sich aus der Figur ergiebt, dasselbe ist, 
[RQ]+[QE']=--[PE'] (11) 

Weiter ersieht man aus der Figur, dass 
|E'Q'J — [Q'R'j - E'R'; 
ist, oder da Dreieck E'P'R' ein unendlich schmales 
gleichschenkliges Dreieck und somit 

;E'R'] = [£'?' 
ist, 

;E'Q' — Q' R'j = [E'P'i (12) 

Durch Addition der beiden Gleichungen (11) und 
(12) findet man 

IR Q] + [Q E'| I iE' Q' : - Q' R'| = [P E'j + [E' P'. 
wofür man unter Benutzung der eingeführten Bezeich- 
nungen auch schreiben kann 



öl 

[R Q] + P — ndx -j- n'dx' — [Q' R'} - p 
oder [R Q] —ndx - [R' Q'] — n'dx' (13) 

Diese zwischen unendlich kleinen Grössen bestehende 
Beziehung können wir ohne grosse Schwierigkeiten in 
eine Beziehung zwischen endlichen Grössen uniformen. 
Wie man aus der Figur sofort sieht, ist im recht- 
winkligen Dreieck RPQ 

<RPQ = 90-( ? — u) 

also ist sin ( 90 — (© — u) ) = ^ 

oder RQ - p cos (? — u) 

und IRQ] =-= np cos (9 — u) (14) 

Ebenso ist im rechtwinkligen Dreieck R'P'Q', wenn 
P'S' normal auf LL' steht, 

< Q'P'R' - <X Q'P'S' -f < S'P'R' 
<X Q-P'R' = 90 - ?' + u' 

also sin Q'P'R' =- sin ( 90 — (?'— u') ) =-- ~ 

woraus folgt Q'R' - p' cos (? ' — u') 
und [Q'R'] — n' p' cos (?' — u') (15) 

Berücksichtigen wir nun noch, dass 
dx = pcos<f 

dx' = p'cos?' (16) 

ist, so geht die Gleichung (13) unter Benutzung der 
Gleichungen (14) bis (16) über in 
npcos(? -u)- npcos'f^n'p'cosCy-uO-n'p'coscf' (17) 
oder, wenn wir diese Gleichung etwas umformen, 
np [cos (<p — u) — cos cp] .-= n'p' [cos (?' — u') — cos %'] 

np2sin -• ~ u sin(- 5) -= n'p'2sin ^• u 'sin(- u 2 ') 

. 2 © -- U . U , j • 2'^' — U' • U' /io\ 

^np sin^-^- 2 - sin 2 = n'p' sin — 2 ~ - sin 2 (18) 
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Dies ist also die allgemeinste Bedingung für die 
aberrationsfreie Abbildung von Punktpaaren, die in 
der Nähe der Axe beliebig zu einander gelegen sind, 
oder was auf dasselbe hinauskommt, die Bedingung 
für die aberrationsfreie Abbildung eines unter be- 
liebigem Winkeigegen die Axe geneigten Linienelementes. 

§3. 

Anwendung dieser allgemeinsten Bedingung auf die 
bisher diskutierten Fälle. 

Die durch Gleichung (18) gegebene allgemeinste 
Bedingung muss natürlich die bereits früher gefundenen 
Bedingungen für die aberrationsfreie Abbildung eines 
axensenkrechten und eines in der Axe gelegenen Linien- 
elementes als Spezialfälle enthalten. 

Handelt es sich zunächst um die besonders von 
Abbe untersuchte aberrationsfreie Abbildung eines 
axensenkrechten Linienelementes, so wird 

? = 90° und somit auch ?' = 90° 

und das Verhältnis - geht über in die Lateralvergrösse- 

v' 
rung - = ß. Setzen wir diese Werte in unsere allge- 
meine Gleichung ein, so erhalten wir 

np sin (90 — J-) sin \ = n' p' sin (90 — » # \ sin J" 

oder npsin ^ cos^= n'o' sin-- cos " 

woraus sich ergiebt 

n p sin u = n' o' sin u' 
oder sin u n' 

sinu'~~ n ' 
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Wir sehen also, für diesen Fall geht unsere allgemeine 
Bedingung über in die Abbe'sche Sinusbedingung. 

Soll andrerseits die zuerst von H o c k i n gegebene 
Bedingung für die aberrationsfreie Abbildung eines in 
der Axe gelegenen Linienelementes gefunden werden, 
so brauchen wir nur 

<p = o° und somit auch <?' = o° 
in unsere allgemeine Bedingungsgleichung einzusetzen. 
Berücksichtigen wir dann noch, dass für diesen Fall 

p' dx' 

das Verhältnis - in die Axial vergrösserung^— = a über- 
geht, so wird 

npsin (_ u \ sin ' J = n' P ' sin (- ^ sin £ 

oder n P sin 2l i=n'p'sin 2 H: 

^ 2 r 2 

Bekanntlich ist aber die Axial vergrösser ung 1 

a = Hl Q2 
n H 
und wir erhalten somit 

sin^ ni . 
2 n q 



. U n ' 
sin— - 
2 

die H o c k i n 'sehe Bedingung. Wir sehen also, auch 

in diesem Falle stimmt unsere allgemeinste Bedingung 

mit den bisher gefundenen Resultaten überein. 

Sind u und u' sehr klein (paraxiale Strahlen), so 

erhält man das Neigungsverhältnis von Objekt und 

Bild (§ 5 11). 

sin <p n'p'sinu' 

sin <? ' ~~ n p sin u 



1) cf. z. B. Czapski, Theorie der optischen Instrumente 
nach Abbe. Breslau 1893, pag. 104. 

Blanckinetater. 3 
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§ 4. 

Historischer Überblick über die hierher gehörigen 

Arbeiten. 

Schon die Aufhebung der sphärischen Aberration 
auf der Axe findet streng nur so lange statt, als wir 
uns im paraxialen Gebiete befinden. Nur im paraxialen 
Gebiete werden sämtliche von einem Punkte auf der 
Axe ausgehenden Strahlen nach beliebig vielen 
Brechungen wieder streng durch einen einzigen Punkt 
gehen. Sobald wir das paraxiale Gebiet verlassen — 
so lehrt die Theorie — und zu Strahlenkegeln von 
endlichem, d. h. beliebig grossem Öffnungswinkel über- 
gehen, ist es nicht mehr möglich, die Strahlen nach 
beliebig vielen Brechungen wieder streng in einem 
Punkte zur Vereinigung zu bringen. Trotz der grössten 
Bemühungen der konstruierenden Optiker bleibt immer 
ein kleiner Rest von sphärischer Aberration. Dies ist 
jedoch nicht von grosser Bedeutung, da 'die hier auf- 
tretende Abweichung so gering ist, dass ihr Einfluss 
auf die Deutlichkeit des Bildes für das menschliche 
Auge, dem schliesslich , doch alle Bilder dargeboten 
werden, unmerklich ist; und man kann daher sagen: 
in der Praxis lassen sich stets Systeme von brechenden 
Flächen konstruieren, welche die Fähigkeit besitzen, 
einen auf der Axe liegenden Punkt auch durch 
Strahlenkegel von endlicher Öffnung vollkommen 
aberrationsfrei abzubilden. 

Da nun mit der aberrationsfreien Abbildung eines 
Punktes auf der Axe durch ein System von sehr kleiner 
Öffnung infolge der stetigen Änderung sämtlicher 
Funktionen des Systems auch die aberrationsfreie 
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Abbildung eines innerhalb einer axensenkrechten Ebene 
in unendlicher Nachbarschaft liegenden Punktes — und 
somit wegen der um die Axe herrschenden Symmetrie 
auch eines unendlich kleinen axensenkrechten Flächen- 
stückes — von selbst gegeben ist, so nahm man lange 
Zeit stillschweigend an, dies sei auch für Systeme von 
endlicher Öffnung ohne weiteres der Fall. Diese 
Annahme war aber durchaus nicht zulässig; denn die 
in einem Systeme von sehr geringer Öffnung herrschenden 
einfachen Abbildungsbeziehungen verlieren ihre Gültig- 
keit, sobald wir zu einem System von endlicher 
Öffnung übergehen, und es hat sich gezeigt, dass in 
einem solchen — auch bei vollständigster Aufhebung 
der sphärischen Aberration für einen Punkt auf der 
Axe — doch die diesem in einer axensenkrechten 
Ebene unendlich benachbarten Punkte im allgemeinen 
nur so undeutlich abgebildet werden, dass die Schärfe 
des Bildes wesentlich beeinträchtigt ist. Erst Abbe 
ist es gelungen, zu zeigen, dass nur in einem ganz 
speziellen Falle, welcher durch eine gewisse zwischen 
den konjugierten Strahlen des die Abbildung ver- 
mittelnden endlichen Strahlenbündels bestehende 
Beziehung genau charakterisiert ist, auch bei Systemen 
mit endlicher Öffnung von aberrationsfreier Abbildung 
eines axensenkrechten Linienelementes — und wegen 
der um die Axe herrschenden Symmetrie auch eines 
axensenkrechten Flächenelementes — die Rede sein kann. 
Die Herleitung dieser für die geometrische Optik 
überaus wichtigen Beziehung ist von verschiedenen 
Autoren auf verschiedene Weise gegeben worden. Ihre 
Bedeutung für die Abbildungstheorie lässt sich am 
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besten erkerinen aus der von Abbe 1 herrührenden 
Herleitung. Wir wollen diese daher zunächst kurz 
skizzieren. 

Abbe nimmt an ein zentriertes optisches System 
von endlicher, kreisförmiger Öffnung, welches einen 
Punkt der Axe in seinem conjugierten Punkte vollkommen 
aberrationsfrei abbildet. In diesem Punkte denkt er 
sich ein axensenkreohtes Flächenelement errichtet. Mit 
Rücksicht auf die verhältnismässig einfachen Abbildungs- 
beziehungen, welche für ein Sagittalbündel gelten, fasst 
er dann sämtliche den endlichen Strahlenkegel aus- 
füllenden Strahlen zusammen zu unendlich vielen, un- 
endlich dünnen Sagittalbündeln und untersucht, mit 
welcher Vergrösserung ein solches Partialbündel ein 
kleines, dem Flächenelement angehöriges, axensenk- 
rechtes Linienelement abbildet. Dabei findet er, dass 
diese Linearvergrösserung abhängt von dem Verhältnis 
der Sinus der Neigungswinkel, welche das die Ab- 
bildung vermittelnde Partialbündel vor und nach der 
Brechung durch das System mit der Axe des Systems 
bildet. Wenn ß die Linearvergrösserung, u und n bezw. 
Neigungswinkel des Strahles und Brechungsexponent im 

1) Abbe, Beiträge zur Theorie des Mikroskops und der 
mikroskopischen Wahrnehmung in Max Schultze's Archiv für 
mikroskopische Anatomie, Bd. 9. Bonn 1873, pag. 420. 

Abbe, Über die Bedingungen des Aplanatismus der Linsen- 
systeme in Carl's Repertorium für Experimentalphysik, Bd. 16. 
München und Leipzig 1880, pag. 303. 

Czapski, Theorie der optischen Instrumente nach 
Abbe. Breslau 1893, pag. 99 ff. 

A. Gleichen, Die Scheitelkrümmung der Bilder auf der 
Netzhaut des Auges unter Berücksichtigung der Linsen- 
schichtung. Verhandig. d. deutschen Physika!« Ges. IV, Jahrg. 
Leipzig 1902. 
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Objektraume, u' und n' die entsprechenden Grössen 
im Bildraume sind, so besteht zwischen diesen Grössen 
stets die Gleichung 

sin u n' 

■;rP 



sin u' n 

Um die physikalische Bedeutung dieser Beziehung 
zu erkennen, denken wir uns die endliche Öffnung des 
Systems durch konzentrische Kreise in unendlich viele, 
unendlich schmale Kreisringe geteilt undj durch die 
beiden aberrationsfreien Axenpunkte des Systems und 
die verschiedenen Kreise Kegelmäntel gelegt, welche 
die optische Axe zur gemeinschaftlichen Axe haben. 
Der endliche Strahlenkegel geht dann über in eine 
unendliche Anzahl unendlich dünner Schichten, von 
denen jede durch je zwei aufeinander folgende Kegel- 
mäntel begrenzt ist. Jede dieser Schichten wird aus- 
gefüllt werden durch eine unendliche Anzahl unendlich 
dünner Sagittalbündel, welche sämtlich vor und nach 
der Brechung durch das System mit der optischen Axe 
gleiche Winkel bilden, und jedes einzelne dieser Partial- 
bündel wird ein anderes dem Flächenelement angehöriges 
axensenkrechtes Linienelement wieder als axensenk- 
rechtes Linienelement abbilden mit einer bestimmten 
Vergrösserung, welche gemäss der obigen Beziehung 
für sämtliche eine Schicht ausmachenden Partialbündel 
einen constanten Wert haben muss. Die Gesamtheit 
aller eine Schicht zusammensetzenden Partialbündel 
wird also das kleine axensenkrechte Flächenelement 
mit einer bestimmten Vergrösserung wieder als axen- 
senkrechtes Flächenelement abbilden. Während, wie 
wir gesehen haben, der Wert der Neigungswinkel für 
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alle ein und derselben Schicht angehörenden Partial- 
bündel constant bleibt, ändert er sich, sobald wir zu 
anderen Schichten übergehen, und somit wird infolge 
des zwischen den Neigungswinkeln und der Ver- 
grösserung bestehenden Zusammenhanges jede der 
unendlich vielen unendlich dünnen Schichten das Flächen- 
element mit einer anderen Vergrösserung abbilden. 
Wegen der auf der Axe vorausgesetzten Aberrations- 
freiheit werden alle diese verschieden grossen Bilder in 
demselben Axenpunkte erzeugt werden, und beim 
Zusammenwirken aller Schichten — was offenbar einer 
Abbildung mittelst des endlichen Strahlenkegels ent- 
sprechen würde — würden alle diese verschieden 
grossen Bilder zugleich entstehen und sich übereinander 
lagern derart, dass zwar die mittleren Teile vollkommen 
zur Deckung kämen, die seitlichen Teile dagegen 
würden mehr oder weniger über einander hinausgreifen, 
wodurch die Schärfe des resultierenden Bildes derartig 
beeinträchtigt wird, dass von einer Abbildung im 
eigentlichen Sinne überhaupt nicht mehr gesprochen 
werden kann. 

Nach dem Vorhergehenden ist es nun nicht mehr 
schwer einzusehen, dass die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass ein axensenkrechtes Flächen- 
element mittelst Strahlenbündeln von endlicher Öffnung 
aberrationsfrei abgebildet wird, einfach 'die ist, dass das 
Verhältnis der Neigungswinkel vor und nach der 
Brechung für sämtliche dem endlichen Strahlenkegel 
angehörigen Partialbündel dasselbe ist, dass also 
sin u n' 



sin u' n 



3 = const 
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ist. In diesem und nur in diesem Falle werden sämt- 
liche von den einzelnen Schichten entworfenen Bilder 
dieselbe Grösse haben und also in ihrer ganzen Aus- 
dehnung zur Deckung gelangen. 

Da die obige Gleichung für alle conjugierten 
Strahlen gelten muss, so muss sie natürlich auch für 
Paraxialstrahlen gelten, und die konstante Vergrösserung 
muss also mit der durch Paraxialstrahlen erzeugten 
identisch sein. Bezeichnet man diese mit ß Q , so geht 
unsere Gleichung über in 

sin u n' 

- — z = — ß = const 

sin u' n ' 

und die oben erwähnte charakteristische Beziehung be- 
steht also darin, dass das Verhältnis der Sinus der 
Neigungswinkel, welche ein Strahl vor und nach der 
Brechung mit der Axe bildet, für sämtliche von einem 
Punkte der Axe ausgehenden Strahlen einen konstanten 
Wert hat, und zwar ist dieser konstante Wert gleich 
der durch Paraxialstrahlen erzeugten Linearvergrösserung 
multipliziert mit dem Verhältnis der beiden dem Bild- 
raume und dem Objektraume angehörigen Brechungs- 
exponenten. 

Man hat dieser Beziehung 

sin u 

- — , = const 

sin u' 

auf deren grosse Bedeutung für die Abbildungslehre, 
wie schon oben erwähnt, zuerst von Abbe hingewiesen 
ist, den Namen „Sinusbedingung" gegeben, und ab- 
weichend von der früher gebräuchlichen Bezeichnungs- 
weise, wonach „aplanätisch" einfach gleichbedeutend 
war mit „frei von sphärischer Aberration", bezeichnet 
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man seit Abbe mit aplanatisch nur dann zwei Punkte, 
wenn für dieselben ausser der Aufhebung der sphärischen 
Aberration auch die Sinusbedingung erfüllt ist. 

Es sei hier noch kurz darauf hingewiesen, dass 
Abbe 1 mit -Hilfe eines auf dem Gegensatz zwischen 
den aplanatischen und orthoskopischen Punkten eines 
Systems beruhenden, experimentellen Kriteriums fest- 
gestellt hat, dass alle Mikroskopobjektive, — auch solche, 
die lange vor der Entdeckung der Sinusbedingüng 
konstruiert waren — wenn sie ein Flächenelement 
deutlich abbilden, auch der Sinusbedingung genügen. 
Es ergiebt sich somit die interessante Tatsache, dass 
die älteren Optiker, schon vor dem. Bekanntsein der 
Sinusbedingung, dieselbe gewissermassen unbewusst 
berücksichtigt haben, indem sie durch geschicktes und 
ausdauerndes Probieren gute Objektive herausfanden. 

Während sich die oben gegebenen Abbe'schen 
Untersuchungen über den Zusammenhang zwischen 
Vergrösserung und Verhältnis conjugierter Neigungs- 
winkel nur auf die Abbildung mittelst sagittaler Strahlen- 
bündel stützt, die meridionalen Bündel (Fächer) aber 
ganz ausser Acht lässt, hat Czapski 2 es unternommen, 
auch diese letzteren in Rücksicht zu ziehen, wobei er 



1) Abbe, Über die Bedingungen des Aplanatismus der 
Linsensysteme. CaiTs Repertorium für Experimentalphysik, 
Bd. 16. München und Leipzig 1880, pag. 310. 

2) Czapski, Theorie der optischen Instrumente nach Abbe. 
Breslau 1893, pag. 100 ff. Bemerkenswert ist es, dass diese 
Untersuchungen in dem schon in der Einleitung zitierten 
Werke von v. Rohr, welches gewissermassen eine neue Auflage 
des Czapski'schen Buches darstellt, garnicht mehr erwähnt 
werden. 
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— mit allerdings nur geringerer Annäherung — 'zu den- 
selben Resultaten gelangt. 

Wie schon oben angedeutet, besitzen wir noch 
andere Beweise für die Sinusbedingung, welche zwar 
deren Bedeutung für die geometrische Optik nicht so 
klar hervortreten lassen, welche aber zum Teil von 
einem so allgemeinen Gesichtspunkte aus unternommen 
worden sind, dass dieses interessante Theorem eine 
weit über das dioptrische Interesse hinausgehende Be- 
deutung gewinnt. Wir müssen uns an dieser Stelle 
auf eine kurze Skizzierung der einzelnen Beweise be- 
schränken und verweisen ausser auf die Original- 
abhandlungen auf Czapski, 1 Gleichen, 2 Wüllner, 3 
Müller-Pouillet 4 und Andere, . in deren Lehrbücher 
die einzelnen Beweise mehr oder weniger ausführlich 
übergegangen sind. 

Die allgemeinste Herleitung verdanken wir C 1 a u s i u s , B 
welcher vom Fer manschen Prinzip ausgehend mit 
Hilfe des zweiten Hauptsatzes der mechanischen Wärme- 
theorie ganz allgemein die gegenseitige Zustrahlung 
zweier Flächenelemente untersucht für den Fall, dass 
das eine Flächenelement das optische Bild des anderen 



1) Czapski, a. a. O. pag. 98 ff. 

2) A. Gleichen, Lehrbuch der geometrischen Optik, 
Leipzig und Berlin J902, pag. 172 ff. 

3) Wüllner. Lehrbuch der Experimentalphysik. Bd. 4, 
5. Aufl., Leipzig 1899, pag. 336 ff. 

4) Müller-Pouillet's Lehrbuch der Physik und Meteorologie, 
9. Aufl., herausgegeben von Pfaundler. Braunschweig 1897, 
pag. 503 ff. 

5) Clausius, Über die Concentration von Wärme- und 
Lichtstrahlen und die Grenzen ihrer Wirkung. Poggendorf's 
Annalen, Bd. 121, Leipzig 1864, pag. 1 und Mechanische Wärme- 
theorie, 3. Aufl., Bd. I, pag. 315. Braunschweig 1887. 
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ist. Dabei hat sich ergeben, dass zwischen der Ver- 
grösserung der beiden sich bestrahlenden Flächen- 
elemente und der Öffnung eines Elementarstrahlen- 
büschels an seinem Ausgangs- und Vereinigungspunkte 
eine ganz bestimmte wenig komplizierte Beziehung be- 
steht. Legt man nun ein zentriertes System brechender 
Kugelflächen zu Grunde und nimmt an, dass die beiden 
Flächenelemente normal zur optischen Axe stehen, so 
erhält man aus der obigen Beziehung die Sinusbedingung 
als Bedingung dafür, dass ein Flächenelement mittelst 
Strahlenbündeln von endlicher Öffnung durch ein 
optisches System abgebildet werde. 

Einen andern Weg geht H e 1 m h o 1 1 z , l welcher 
seinen Untersuchungen photometrische Betrachtungen zu 
Grunde legt. Er leitet zunächst aus dem heute in 
der Literatur unter dem Namen des „Helmholtz- 
Lagrange 'sehen Satzes" bekannten Theoreme nach 
den Grundgesetzen der Photometrie einen interessanten 
Satz her über das Helligkeitsverhältnis eines strahlenden 
Gegenstandes und seines Bildes unter der Voraussetzung, 
dass die Abbildung durch Strahlenbündel von sehr 
kleinem Divergenzwinkel erfolgt. Er zeigt dann, dass 
dieser Satz seine Giltigkeit behalten muss auch für den 
Fall, dass das Flächenstück durch Strahlenbündel von 
endlicher Öffnung abgebildet ist, und untersucht unter 
dieser Voraussetzung, in welchem Falle die von einem 
leuchtenden Flächenelement ausgehende und die in 



1) Helmholtz, Die theoretische Grenze für die Leistungs- 
fähigkeit der Mikroskope. Poggendorfs Annalen Jubelband, 
Leipzig 1874, pag. 557 und Wissenschaftl. Abhandlungen Bd. 11 
Leipzig 1883, pag. 185. 
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seinem Bilde ankommende Lichtmenge constant bleibt. 
Als notwendige und hinreichende Bedingung ejgiebt^ 
sich die Proportionalität conjugierter Neigungswinkel, 
d. h. aber nichts anderes als die Sinusbedingung. 

Ein sehr eleganter und elementar gehaltener Beweis 
für die Sinusbedingung ist endlich noch der von John 
Hockin, 1 welcher von wellentheoretischen Be- 
trachtungen ausgeht. Hock in nimmt an, dass ein 
gegebenes optisches System von zwei in einer axen- 
senkrechten Ebene gelegenen, unendlich benachbarten 
Punkten, von denen der eine in der Axe selbst liegt, 
mittelst endlicher Strahlenkegel zugleich aberrationsfreie 
Bilder erzeugt. Das. Bild des auf der Axe gelegenen 
Punktes wird natürlich wieder in der Axe liegen, 
während das Bild des anderen wieder in einer axen- 
senkrechten Ebene liegt, welche auch den ersten Bild- 
punkt enthält. Wie wir bereits früher gesehen haben, 
ist nach den Prinzipien der Wellentheorie die Bedingung 
für die aberrationsfreie Abbildung eines Punktes mittelst 
Strahlenkegeln von endlicher Öffnung die, dass die 
optische Länge zwischen diesem Punkte und seinem 
Bildpunkte für sämtliche innerhalb des endlichen 
Strahlenkegels möglichen Wege einen constanten Wert 
hat. , Indem H o c k i n dies anwendet auf die beiden 
Paare conjugierter Punkte, zeigt er, dass eine derartige 
aberrationsfreie Abbildung wie die oben angenommene 
nur dann möglich ist, wenn die Sinusbedingung er- 
füllt ist. 

Während man so die Sinusbedingung als Bedin- 



1) Hockin, On the estimation of aperture in the microscope 
Journ. Roy. Microscop. Soc. 1884. Ser. 2 vol 4 pag. 337. 
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gung für die aberrationsfreie Abbildung eines kleinen 
axensenkrechten Linienelementes — und wegen der 
um die Axe herrschenden Symmetrie auch eines kleinen 
axensenkrechten Flächenelementes — durch endlich 
geöffnete Strahlenbündel gefunden hatte, ist Hock in 
noch einen Schritt weiter gegangen und hat untersucht, 
wie sich die Sinusbedingung umgestaltet für den Fall, 
dass der unendlich benachbarte Punkt nicht mehr in 
einer axensenkrechten Ebene, sondern in der Axe selbst 
gelegen ist, oder mit andern Worten: Hock in hat 
die Bedingung aufgestellt dafür, dass ein kleines in der 
Axe gelegenes Linienelement mittelst endlicher Strahlen- 
kegel aberrationsfrei abgebildet wird. Soll dieses Ver- 
langen erfüllt sein, so muss der Bedingung 



sinJL 



n' ( 



u 



sinlL n 
2 

genügt werden, es müssen also die Sinus der halben 
Axenwinkel in einem constanten Verhältnis stehen. 

Aus dieser Beziehung in Verbindung mit der 
Sinusbedingung kann man einen interessanten Schluss 
ziehen auf die Leistungsfähigkeit eines optischen Systems. 
Vergleichen wir nämlich diese beiden Bedingungen mit 
einander, so zeigt sich, dass sie in direktem Widerspruch 
stehen; sie können also niemals gleichzeitig bestehen, 
d. h. wir müssen uns bei der Abbildung mittelst 
Strahlenkegel endlicher Öffnung darauf beschränken, 
entweder ein axensenkrechtes Flächenelement oder ein 
in der Axe liegendes Linienelement aberrationsfrei 
abzubilden ; niemals aber wird es uns gelingen, mit den 
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uns zur Verfügung stehenden Mitteln der praktischen 
Dioptrik von einem axensenkrechten Flächenelemente 
und einem in der Axe liegenden Linienelemente zugleich 
— was offenbar einem Raumelemente entsprechen würde — 
ein scharfes Bild zu entwerfen. 

§5. 
Die Grundformeln der Gauss' sehen Abbildungstheorte, 

entwickelt aus der Hamilton' sehen Funktion. 

Wir sind im Paragraphen 2 bei der Bestimmung 
der optischen Länge von Q Q' durch Paraxialstrahlen 
ausgegangen vom Punkte Q und haben da gefunden 
(cf. § 2 Gleichung 6 pag. 27) 

[QQI-P + in'jp (1) 

Selbstverständlich hätten wir aber zur Bestimmung 
dieser optischen Länge auch vom Punkte Q' ausgehen 
können. Ein vom Punkte Q' (Figur 4) axenparallel 
auffallender Strahl würde nach der Brechung durch 
den vorderen Brennpunkt F des Systems hindurch 
gegangen sein, und hätten wir dann noch 

PF = x 
gesetzt, so würden wir durch ganz analoge Betrach- 
tungen wie die oben (§2) angestellten gefunden haben 

[Q'Q]-p + in£ (2) 

Da nun aber selbstverständlich 

[QQ1«[Q'Q] 

sein muss, so ergiebt sich aus den beiden Gleichungen 

(1) und (2) 



W/ n' 



x' 

- (3) 

x v ' 
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oder, wenn wir für ?- seinen bekannten Wert einsetzen, 
y 

ß=l/ n ,. X - . I 

fn'x 

Die im § 2 ferner hergeleitete allgemeinste Bedingung 
(cf. § 2 Gl. 18) 

n P sin 2?Z i 1 sin H. R n' P ' sin ^jTtJL' sin H_' 
r 2 2 r 2 2 

hat ganz allgemeine Gültigkeit und muss diese natürlich 

auch für das paraxiale Gebiet behalten. Dieses ist 

aber bekanntlich dadurch charakterisiert, dass die 

Axenwinkel so klein, sind, dass die höheren Potenzen 

von der 2. an vernachlässigt werden können, d. h. es 

wird in diesem Falle, wenn wir sin und cos in eine 

Reihe entwickeln, 

sin u = u und cos u = 1 

Ehe wir diese Werte in unsere allgemeinste 
Bedingung einsetzen, formen wir diese noch etwas um, 
indem wir, ausgehend von § 2 Gl. 17, schreiben 
n p cos cp cos u + n p sin cp sin u — n p cos cp 

= n' p' cos cp' cos u' -f n' p' sin cp' sin u' — n' p' cos cp' 
Gehen wir jetzt zum paraxialen Gebiete über, d. h. 

setzen wir 

sin u *= u und cos u = 1 

so geht diese Gleichung über in 

n p sin cp . u = n' p' sin cp' . u' 
Berücksichtigt man jetzt noch, dass, wie man ohne 
weiteres aus der Figur sieht, 

p sin cp = y p' sin cp' = y' 
ist, so erhalten wir für das paraxiale Gebiet aus unserer 
allgemeinsten Bedingung die bekannte Beziehung 

nuys=n'u'y' II 
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Der Helm holtz-Lagrange'sche Satz er- 
scheint hier in einer ganz neuen Beleuchtung, er ist 
die Bedingung dafür, dass zwei Punkte in beliebiger 
relativer Lage zu einander ohne sphärische Aberration 
durch ein optisches System abgebildet werden, eine 
Eigenschaft, die bekanntlich das paraxiale Gebiet vor 
allen anderen optischen Abbildungsgebieten auszeichnet. 

Aus den beiden für das paraxiale Gebiet geltenden 
Beziehungen I und II kann man nun ohne grosse 
Mühe sämtliche für das paraxiale Gebiet geltenden 
Abbildungsbeziehungen, wie Vergrösserung, Konvergenz- 
verhältnis und dergl. herleiten. 

Nehmen wir zunächst an (Figur 4), Objekt und 
Bild seien gleich gross, und zwar gleich h, durch 
welche Eigenschaft bekanntlich die Hauptebnen eines 
Systems definiert sind, so gehen x und x' über in zwei 
konstante Werte, die wir mit f und f bezeichnen 
wollen, und für die der Name „Äquivalentbrennweiten" 
oder schlechthin „ Brennweiten u eingeführt ist. Aus 
Gleichung 1 ergiebt sich dann ohne weiteres die wichtige 
Beziehung 

?-»: in. 

f n 

Hierin liegt der bekannte Satz, dass sich vordere 
und hintere Brennweite eines Systems verhalten wie 
die Brechungsexponenten des ersten und letzten Mediums. 

Bezeichnen wir jetzt die unendlich kleinen Winkel, 
unter welchen ein von P ausgehender Strahl vor und 
nach der Brechung an dem System die Axe schneidet, 
mit u resp- u', so ist aus der Figur sofort ersichtlich, 
dass 



48 



Setzen wir diese Werte in Gleichung II ein, so 
ergiebt sich unter gleichzeitiger Benutzung von Gleichung I 



n_ x' + f i/nx' 

n''x + f \ n'x 



oder 

n^ x /2 + 2f / x / + f /2 ^ x' 

n''x 2 +2f x-(-f 2 "x . 

Setzt man in dieser Gleichung für — seinen Wert 

aus Gleichung III ein, so findet man 

x f x' 2 + x ff' 2 - x' f ' x 2 + x' f ' f 2 

oder xx'(fx' — f'x) = ff'(fx' — f x) 

xx' = ff IV 

Setzt man weiter in Gleichung I für den Quotienten 
— seinen Wert aus Gleichung III ein und erweitert den 
Bruch unter der Quadratwurzel einmal mit x und ein- 
mal mit x', so erhält man 







3L' = 
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]' V x a 


-V 


f x' s 

f XX' 






oraus 


sich 


mit 


Rücksicht 


auf 


Gleichung 


IV 


sofort 


•giebt: 
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f _ 
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X' 
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V 





Hiermit haben wir die Grundformeln der Gauss- 
sehen Abbildungstheorie entwickelt. 
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§ 6. 

Die modernen Darstellungen eines astigmatischen 
Bündels, hergeleitet aas der charakteristischen Funktion. 
Nur um zu zeigen, wie weittragend die Aufstellung 
der charakteristischen Funktion und damit die Wellen- 
flächengleichung ist; wollen wir hier kurz den Zusammen- 
hang andeuten, welcher zwischen ihr und den neueren 
Forschungen über den Astigmatismus von Strahlen- 
bündeln besteht. 

Wie wir wiesen, ist das Licht, welches von einem 
Punkte im Objektraume ausgeht, im Bildraume auf 

einer Fläche 

V = const 

ausgebreitet, durch deren Normalen, uns die Licht- 
strahlen selbst dargestellt werden. Diese Normalen 
werden sich bekanntlich im allgemeinen nicht schneiden 
sondern windschief an einander vorbeigehen. Nur zwei 
Paare von Normalen an jeder Stelle der Wellenfläche 
haben — wie aus der Theorie der krummen Flächen 
bekannt ist — die bevorzugte Eigenschaft, sich nicht 
zu kreuzen, sondern sich in dem sogenannten ersten 
und zweiten Hauptkrümmungsmittelpunkte zu schneiden. 
Die sämtlichen ersten und zweiten Hauptkrümmungs- 
mittelpunkte — so lehrt die Theorie weiter — liegen 
dann auf zwei getrennten Flächen, und diese sind es, 
welche man als Äquivalent des Bildpunktes auffassen 
muss. 

Leider ist es nun bisher kaum für die aller- 
einfachsten Fälle, geschweige denn für kompliziertere 

Blande iQeiater. £ 
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brechende Systeme, gelungen, diese Mittelpunktsflächen 
analytisch darzustellen, und man hat sich daher, um 
wenigstens eine Annäherung an die Wirklichkeit zu 
erhalten, damit begnügt, ein kleines Stück der Wellen- 
fläche in seinem Verlauf durch den Bildraum zu ver- 
folgen, indem man die Punktion 

V = const 

in der nächsten Umgebung eines ganz beliebig ange- 
nommenen Punktes (xyz) der Wellenfläche genau 
untersuchte. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns die Funktion 

V = const 

nach z aufgelöst. Sie wird dann die Form ■ 

z = 4> (x, y) 
annehmen und kann nach dem Satze von Mac 
Laurin in eine unendliche Reihe 

. , v , dz, dz x 2 d 2 z , xy d 2 z 

i jL ä ll i __ x ! d 3 z x 2 y d 3 z 

+ 1.2dy 2 + 1.2.3dx 3+ 1.2.3 dx*dy 

, - xy 2 d 3 z y 3 d 3 z 

"^^ 1.2.3d x dy 2 + 1.2.3 dy 3_i 0) 

entwickelt werden. Diese Gleichung kann man durch 
passende Wahl des Koordinatensystems wesentlich 
vereinfachen, indem man nämlich den Punkt (xyz), in 
dessen Umgebung wir die Funktion V untersuchen 
wollen, zum Anfangspunkt eines Koordinatensystems 
macht, dessen z-Axe in die Richtung der Normale in 
diesem Punkte fällt, während die x y-Ebene Tangential- 
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ebene zur Wellenflache ist, und zwar , so, dass die 
x-Axe und die y-Axe im Punkte (xyz) Tangenten sind 
an die beiden Hauptkrümmungslinien der Fläche in 
dem betrachteten Punkte. Man hat dann bekanntlich 

. ' dz dz d 2 z 
^^^^dy^dTd^ (2) 

und Gleichung (1) geht über in 

_ ÜL d 2 Z y a d 2 z X 3 d3_z X 2 ^ d 3 Z 



1.2dx 2n " 1 .2d y 2 "^ 1.2.3 dx 3T 1.2.3 dx 2 dy 
xy 2 d 3 z _ y 3 d 3 z , 
+ 3 172. 3 dxTy* + 1 .2.3 d y 3 + ' ' ' ' (3) 

Vernachlässigt nian in dieser Entwicklung sämtliche 
höheren Potenzen von x und y von der 3. an, so 
kommt man zu der bekannten Gleichung 

x 2 d 2 z y 2 d^z 

z= TTx 2+ 2'T7 2 (4) 

welche ein elliptisches oder hyperbolisches Paraboloid 
darstellt. Auf dieser Stufe der Annäherung gilt für 
das unendlich dünne Strahlenbündel der bekannte 
Sturm 'sehe Satz, nach dem sämtliche Strahlen durch 
2 in den beiden astigmatischen Bildpunkten liegende, 
auf einander und auf der Hauptnormale senkrecht 
stehende, gradlinige Brennstrecken hindurchgehen. 

Diese bekannte Form des astigmatischen Strahlen- 
bündels ist dann mit wenigen Ausnahmen von allen 
Autoren wiedergegeben worden, bis in neuerer Zeit 
zuerst Matthiessen und dann insbesondere 
Gull Strand ihre Unzulänglichkeit gezeigt haben, 
indem sie erst die Glieder von der 4. Potenz an ver- 
nachlässigt haben. Man kommt so zu 

4* 
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_ X^d^_Z • y*d^z x a d 8 z x g y d* z 
z= 2" Tx* + ~2 d~yä + 6 d.xf + T"dx 1 <Ty' 
xy 2 d 3 z y 3 d 8 z 

+ ~2~ döcTY 2 + 6 Ty* (5) 

einer Gleichung dritten Grades, welche man noch etwas 
umformen kann. Bezeichnet man nämlich die beiden 
Hauptkrümmungsradien im Punkte (xyz) mit pi und p 2 
und die beiden Krümmungslinien der Fläche in dem- 
selben Punkte mit Si und S2, und bezeichnet man 
ferner die Änderungen, welche die Krümmungsradien 
erleiden, wenn wir um ein unendlich kleines Stück 
dsi resp. ds2 auf den Krümmungslinien fortschreiten, 
mit dpi und dp2, so besteht bei dem gewählten 
Koordinatensystem nach den Lehren der höheren 
Geometrie zwischen diesen Grössen und den Coeffizienten 
der Gleichung (5) stets folgender Zusammenhang: 



d 2 z 
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d 2 z 


1 d 3 z 


1 d pi d ä 
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d pa 


ix 2 " 
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und 


die Gleichung (5) geht somit über 


in 






z = 


_x a 
"2pi 


+ 2p 2 


x 3 d 
~6pi 2 d 


pi x^y_ d pi 
si 2 pi 2 d S2 

xy 2 d j>2 


y' 


8 dp* 





2 ? l dsi~6 P 2 2 ds 2 CO. 
Diese Gleichung stellt uns eine Fläche 3. Grades dar, 
welche mit der Wellenfläche im Punkte (xyz) eine 
vollständige Berührung 3. Ordnung besitzt. 

Matthiessen und G u 1 1 s t r a n d haben es, 
wie schon oben erwähnt, unternommen, ein unendlich 
dünnes Strahlenbündel unter Zugrundelegung dieser 
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Fläche 3. Grades genau zu studieren, und ihre Arbeiten 
haben sowohl für die Theorie der optischen Instrumente 
als auch insbesondere für die Ophthalmologie sehr 
bedeutsame Resultate ergeben. Die Verfolgung ihrer 
Untersuchungen würde hier zu weit führen, und wir 
begnügen uns damit, dieselben erwähnt zu haben; im 
übrigen verweisen wir auf die in der Einleitung 
gegebenen ausführlichen Literaturangaben. 
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